Rozwigzania kolokwium nr 1 (25 listopada 2025). AMII.1 (2024/2025)

Kolokwium nr 1. z 25 listopada 2024 — rozwiazania wzorcowe
Uwaga: Przedstawione ponizej rozwigzania nie sa jedynymi mozliwymi rozwiazaniami, za ktére mozna
bylo uzyskaé¢ maksymalna liczbg punktéw.
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Zadanie 1. Okreslmy f: R> — R wzorem f(x,y) = { 22 4 32 a(z,y) # (0,0)

0 dla (z,y) = (0,0).

a) Wykazaé, ze f jest ciagla na R?.
b) Znalez¢ wszystkie punkty rézniczkowalnosci funkcji f.

Rozwiqzanie.

a) Zauwazmy, ze w kazdym punkcie (z,y) € R\ {(O, 0)} funkcja f jest ciagla poniewaz zar6wno
licznik jak i mianownik sa ciagte a mianownik jest rozny od zera. Wystarczy wykazac, ze f(x,y) — 0
przy (x,y) — (0,0). Poniewaz w mianowniku wystepuje x> + y* a w liczniku iloczyn x i y w pewnych
potegach, skorzystamy ze znanej nieréwnosci z2 + y? > 2|x||y|. Mamy zatem

\3/$5y |$|5/3‘y’4/3 _ll |2/3| |1/3_>0
2| 2allyl 270V

przy (x,y) — (0,0). To kofczy dowdd ciaglosci f na R
b) Niech (z¢,yo) # (0,0). Wezmy kul¢ B o srodku w (xg, ) i promieniu na tyle matym, aby (0,0) ¢ B.
Z postaci funkcji f jasne jest, ze pochodne czastkowe funkcji f sa okreslone w catej kuli B oraz sa ciagte
w (g, yo). Stad wynika, Ze f jest rézniczkowalna w (g, yo)). Pozostaje nam sprawdzi¢ r6zniczkowal-
nos¢ f w (0,0).

Najpierw znajdZmy kandydata na rézniczkg. W tym calu policzymy pochodne czastkowe funkcji f
w (0,0).

of
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f(ha0> - f(0,0)
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0
bo f(h,0) = 0. Analogicznie é)f(O, 0) = 0. A zatem musimy sprawdzacé, czy
Y

hy
. f(hh h2) - f(07 0) - [07 0] [hQ] . 3/h51',hz21 )
1m = um ——— =
(h1:h2) (00 Jr 3 ) =00) (\ [z p3)’
Zauwazmy, ze wyktadniki w liczniku i mianowniku sa takie same. Wezmy zatem h; = hy = h. Wow-
czas mamy
. V hihs oV
lim @————=lim——-sg /0.
(h1,h2)—(0,0) ( /h% + h%) h—0 (, /2h2>

Zatem f jest réznczkowlalna we wszystkich punktach R? \ {(0, O)} i nie jest r6zniczkowalna w (0, 0).

0.

Zadanie 3. Zal6zmy, ze funkcja f : (0,00)* — R jest rézniczkowalna. Wykazaé, ze f spetnia réwnanie

) = () = L=
yam 7y ay 7y - xy

f(z,y) dlawszystkichx,y >0

wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka rézniczkowalna ¢ : (0,00) — R, ze f(z,y) = zyp(x® + y?) dla
wszystkich x,y > 0.
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Rozwiqzanie.

Najpierw udowodnimy implikacj¢ w lewo. Zatézmy, Ze istnieje taka rézniczkowalna ¢ : (0,00) — R,
ze f(z,y) = zyp(z? + y?) dla wszystkich x,y > 0. Korzystajac z twierdzenia o pochodnej ztozenia
mamy

9 '

ai(:ﬁ, y) = yp(a® +y?) + 2%y (2% + ¢)
0

o (av) = apla + )+ 20 (0 4 1P).

Wstawiajac otrzymane wzory do rOwnania z zadania otrzymujemy zadang rownosc.

Aby udowodni¢ implikacje w prawo podstawmy g(z,y) = %yy) Oczywiscie dla z,y > 0 funkcja f
jest rézniczkowalna wtedy i tylko wtedy gdy rézniczkowalna jest funkcja g. Korzystajac z twierdzenie
o pochodnej ztozenia mamy

Of (v ) = 9 O 0y — 9

Wstawiajac obliczone pochodne do réwnanie, ktére spetnia f otrzymujemy po lewej stronie

dg dg dg dg
2 209 2 2 Y9 (22 4 _ 2
yg(z,y)+xy ax(fv,y) zog(z,y)+o Yoy (z,y) = (y" —27)g(x,y) +xy (yax(w,y) 3, (way)>

oraz po prawej stronie
(y* — 2%)g(z,y).
Poniewaz z,y > 0, to réwnos$¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy

g Yy
yax(fc,y) = xay(rc,y)-

Zatem gradient funkcji g w punkcie (z,y) jest prostopadty do wektora [y, —x]. Zatem okregi o Srodku
w (0,0) sa poziomicami funkcji g (wlasciwie ¢wiartki tych okregdw lezace w pierwszej Cwiartce).
To oznacza, ze funkcja g zalezy tylko od odlegtosci od srodka uktadu wspétrzednych czyli g(x,y) =
o(2? + y?). Rézniczkowlano$é funkcji g implikuje rézniczkowlos¢ funkcji .

Zadanie 5. Niech p bedzie miara okreslona na borelowskich podzbiorach R taka, ze u(A) = 1 dla
kazdego A takiego, ze A\1(A) = 1. Udowodnij, ze

a) u(Z) = 0 dla dowolnego borelowskiego Z takiego, ze \(Z) = 0;
b) jeslib—a = 3, to u([a,b]) = L;
¢) u([a,b]) = b — a dladowolnych a,b € R,a < b.

Rozwiqzanie.

a) Niech Z C R bedzie zbiorem borelowskim, takim ze A\;(Z) = 0. WeZmy dowolny A C R borelow-
ski, taki ze A;(A) = 0 (np. A = [0, 1]). Oczywiscie zbiory AU Z, AN Z, Z \ A sa borelowskie oraz
MAUZ)=MANZ)=1.

1= M (AUZ) = p(AUZ) = pl(A) + p(Z\ A) = 1+ u(Z\ A),
bo A\;(A) = 1. Z drugiej strony A\ (A \ Z) = 1, wigc u(A \ Z) = 1, co implikuje

L=p(A) =puAN2)+ WA\ Z) =1+ pu(An2).
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Zatem, mammy p(Z \ A) = 0 oraz u(A N Z) = 0. Stad, poniewaz y jest miara, dostajemy
M(Z)=pu(Z\NA)+pu(ZNA)=0+0=0.

b) Niewprost. Przypusémy, ze dla pewnych a, b zachodzi b — a = 5 oraz u([a,b]) # 1. Dla ustalenia
uwagi zatézmy, ze yi([a,b]) > . Rozwazmy dwa zbiory: [a + 1,b + 1] oraz [a — 1,b — 1]. Oczywiscie
a<b=a+ji<a+l<b+loraza—1<b—1=a—3 < a. Zatem zbiory [a,b], [a+ 1,b+ 1] oraz
[a — 1,b — 1] sa parami roztaczne. Poniewaz \;([a,b] U [a + 1,b + 1]) = 1, to mamy

DN | —

1= p(la,0)Ua+1,b+1]) = p(la,b]) + p(la+1,0+1]) = p(la+1,b+1]) <
Podobnie

1= (a8 Ula—1,b—1]) = pu([a,8) + plla— 1,5 = 1)) = p(fa—1,b—1]) <

DN | —

Stad
l=pu(la—1,b=1]UJa+1,b+1])) = p(la — 1,0 —1]) + p([a + 1,0+ 1]) < 1.

Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi, ze przyjete zatozenie pu([a, b]) > 3 bylo fatszywe. Analogiczny argu-
ment dowodzi, Ze p([a, b]) < % nie moze by¢ spetione. To dowodzi tezy.

¢) Przekonajmy si¢, ze rozumowanie oparte na tym z poprzedniego punktu doprowadzi nas do konkluzji,
ze jeslib —a = 1, to u(la,b]) = 1. Niech I, J beda roztacznymi odcinkami, kazdy o dhugosci 1.
Wykazemy, ze u(I U J) = % Wezmy dowolny odcinek domknigty W o dlugosci % roztaczny zaréwno
z I jakiz J. Oczywiscie A\;(I U J U W) = 1 oraz (z punktu b)) (W) = 3. Stad, addytywno$¢ miary
dowodzi, ze u(I U J) = % Teraz mozemy powtérzy¢ rozumowanie z punktu b) dla odcinkéw dlugosci
i (zamiast %) i uzyskujemy tezg ze jesli b — a = i, to p([a,b]) = i. Zatem korzystajac z indukcji
matematycznej otrzymujemy implijacje: jesli b — a = 2% dla dowolnego k € N, to u([a, b)) = 2%

JeSlib —a = Fr dlak,m € N, to u([a,b]) = Z, bo odcinek taki sktada si¢ z m odcinkéw dhugosci

2%, ktérych czgscia wspdlna sa zbiory miary zero.

Niech a < b beda dowolne rzeczywiste. Z analizy | wiemy, ze istnieja ciagi a,, = gz oraz b, = ;T”n,
takie ze k, € N, m,,, ¢, € Z,a < a, < b, < b.Zudowodnionych wlasnosci mamy p([ay,, b,]) = 6”2_%

oraz (oczywiscie) Z"Z_k% — b — a. Ciag przedziatéw [a,, b,] jest wspepujacy zatem

utlost) = (Ul = tim_lan,) = 1

1 n—-+o0o n—-+00 Ykn

bo—mn _



Analiza 2.1 - Zadanie 2 - przykladowe rozwiazanie i kryteria ocen
(Agnieszka Katamajska)

1 Rozwiazanie zadania

Z podziatem na pytania.
Zadanie 2. .
2
(a) Uzasadnié, ze funkcja f : R? — R dana wzorem f(z,y) = 233> (3%+ 2% — )

przyjmuje na zbiorze A = {(z,y) € R? : % + % < 1} warto$é najmniejsza i najwieksza.

(b) ZnaleZ¢é te wartosci i punkty, w ktérych sa przyjmowane ekstrema.

(¢) Rozstrzygnaé, czy funkcja f ma ekstremum lokalne w punkacie p = (0, 4)
Rozwiazanie:

Metoda 1 (klasyczna).
Ad (a): Fubkcja f jest ciagla (wielomian), zbiér A jest zwarty, jako zbiér domkniety i
ograniczony. Istotnie,

- A jest ograniczony, bo jest zawarty w kostce: [0,2] x [0, 2] (% <1 = 22 < % < 4,
W <1=y’<I<y

- A jest domkniety, bo A = g~1(—o00,1]) dla funkcji ciaglej g(z,y) = % + %, zbidr
(—00,1] jest domkniety, wiec A jest domkniety, jako przeciwobraz funkcji ciagltej zbioru
domknietego.

7 twierdznia Weierstrassa o osiaganiu kreséw, f osiaga swoje oba kresy na zbiorze A.
Ad (b): Niezmienniki: f jest symetryczna wzgledem y i antysymetrzczna wzgledem z, zatem
wystarczy przeanalizowaé f na zbiorze Ay = AN [0,4+00)? i odpowiednio rozprowadzié
ekstrema. Funkcja f przyjmuje zarowno wartosci dodatnie jak i ujemne, wiec wartosé 0 nie
jest ekstremum. Na brzegu Ay 4 f jest rowna zeru, we wnetrzu ujemna, dlatego f osiagnie
swoje globalne minimum we wnetrzu A.

7 twierdzenia Fermata minimum znajdziemy wéréd punktow krytycznych f, czyli tam,
gdzie zeruje sie gradient.

Obliczamy gradnient we wnetrzu A:

of of 2 o (52? | 2y 5 (3x%  4y?
= (5,5)=0 21,2 e A
2 92 2 g2
= (070)<:>5%+%:1,0ra23%+%:1_

Latwy rachunek (odejmijmy ostatnie dwa réwnania od siebie) pokazuje, ze minimum jest w
punkcie x = y, po podstwieniu znajdujemy jedyny punkt zerowania sie¢ gradientu: (1,1) i tam
mamy f(1,1) = minf = —2. Stad (warunki symetrii):

ming f = f(l, 1) - f(la _1) = _;7 maxy f = f(_lv 1) = f<_17 _1) - %

Ad (c): Punkt p lezy we wnetrzu elipsy, zatem f(p) = 0, g + % —1 < 0 we wnetrzu elipsy,

oraz oraz dla dowolnego € > 0

F(—€e,—) >0, F(e,

V7 V7
5 7)<0.



Stad, dowolnie blisko p funkcja f przyjmuje zarowno wartosci wigksze jak i niejsze od f(p).
W punkcie p nie ma ekstremum lokalnego.

Metoda 2 (niestandardowaﬂ dla punktu (b)).
Po uwzglednieniu symetrii, ograniczmy sie do zbioru Ay 4 i zamiast f zbadajmy funkcje —f.
7 nieréwno$ci pomiedzy $rednimi:

3 2
Gla ot ) = /a0 = (a%?)} < Aot ) = 22
Stad:
322 + 292 s 322 B
) < )= T - AL
75,322 +2y% 5 322 22

gdzie g(t) = (5 )% %(1 t), t(x,y) == g + % € [0,1] na A4 ;. Obliczamy maksimum
funkcji g(-) na [0,1]: g(0) = g(1) =0, oraz g (t) = 0 <t = 2 € (0,1). Zatem maxp 19 =
g(2) = 2. Mamy zatem

To nie oznacza jeszcze, ze max(—f) = 7 Tak magicznie jest w tym wypadku, gdyz zawsze
—f(z,y) < %, oraz —f(1,1) = 2 . Watosé t(x,y) = 7 2 nie jest przyjeta jeden razna A4 ., lecz w
punkcie odpowiadajacym ¢(z, x) ? mamy réwnosé $rednich arytmetycznej i geometrycznej,
zatem tylko tam —f = h.

2 Kryteria ocen

Pytanie (a) maksymalnie 1/1 pt
Pytanie (b) maksymalnie 5/5 pt
Pytanie (c) maksymalnie 2/2 pt

Nie punktowatam maksylamnie prac, gdzie brakowalo sformutowan odpowiednich twierdzen
(Weierstrassa, Fermata), czyli powotania sie na wiedze teoretyczna.

! Zaproponowat pan Mikotaj Tomaszewicz



Zad. 4 a) — przyktadowe rozwigzanie, uwagi, punktacja

Przyktadowe rozwigzanie zad. 4 a). Funkcja v*: X — [0,00) jest oczywiscie dobrze
okreglona i przyjmuje wartosci nieujemne (skoriczone, a nawet ograniczone z gory
przez 1). Trzeba sprawdzié¢, ze zachodza trzy wlasnosci z definicji miary zewnetrznej.

Mamy v, (0) = liu(@()@) = 0, poniewaz p*(0) =0 (bo u* jest miarag zewnetrzna).

Monotonicznosé: jesli A C B, to

w4 p(B)
ST ST P

vi(4)

poniewaz funkcja t — %_H =1- %H jest niemalajeca na [0, 00) oraz p*(A) < p*(B)
(bo p* jest miarg zewnetrzna).
Przeliczalna podaddytywnosé: jesli A, As,--- C X, to

* > _ /J’* (U’TLO: A")
Y (nL;Jl An) Sl (Uf}:l An)
L S
L+ p(UnZy An)

(z definicji)

(szacujemy licznik z podaddytywnosci p*)

- W (An) ; : ;
= (wciaggamy mianownik pod sume)
,; L+ e (U2 45)
= pr(Ay) . . _ ) ek
< —_ (szacujemy mianowniki z monotonicznosdci ™)
n=1 1 + ’u* (A )
(oo}
= v (An) (z definicji), c.k.d.
n=1

(prosze zwrocié uwage, ze trzecim kroku zmienilismy nazwe indeksu w mianowniku
(z n na j), zeby unikna¢ zamieszania i konfliktu oznaczen, a takze ze w czwartym
kroku w kazdym ze sktadnikow sumy mianownik szacujemy inaczej). O

Mozna tez bylo to zrobi¢ nieco inaczej, np. tak:

* - _ w (UZO:1 An) ...
v (U Ay) = T (U An) (z definicji)

fo:l u* (An)

n=1

< =1 (monotonicznoéé t — —- i podaddytywnosé u*)
T w(An) e

oo

1 (An) : i i

= = (wciagamy mianownik pod sume)

nz::l 1+ Zj:l w*(Ajz)

[ % An
< M (szacujemy kazdy mianownik)

n=1 L+ N*(A”)



=) v (4n) (z definicji).
n=1

Do zdobycia byly 4 punkty; punktowalem tak:
e 1 punkt za wykazanie monotonicznosci (w szczegolnosci jesli kto§ zapominal
o tym warunku, to tracit ten 1 punkt),
e 1.5 punkta za poprawne sformutowanie warunku przeliczalnej podaddytywnosci
(przeliczalne sumy, nieréwnosé, nie zakladmy nic o zbiorach A,,),
e 1,5 punkta za przeprowadzanie dowodu podaddytywnosci.
Jesli ktos wykazal poprawnie, ze dla par zbioréw mamy v*(AU B) < v*(A) + v*(B),
to mogt dosta¢ punkty za dowod, ale nie dostawal punktow za poprawne sformutowa-
nie warunku. Niektérzy w dowodzie przeliczalnej podaddytywnosci wypisywali tylko
czes¢ przeksztalceni (pomijali jakies srodkowe kroki), tak ze nie bylo wiadomo, czy
rozwigzanie jest niedokoniczone, czy moze jest blefem, czy korzysta z ,tozsamosci”

Ap 7! Zan

b, b’

czy tez niektore fragmenty nie sa szczegdltowo uzasadnione (odejmowalem wtedy jakies
punkty).

Zad. 4 b) — szkic rozwiazania, punktacja, uwagi

W podpunkcie b) nalezato:

L. zapisa¢ A =, ,co Ap.g» gdzie Ay 4 = {(2,y) € R* : pr + qy = 2024};

2. zauwazyé¢, ze (dla (p,q) # (0,0)) zbior A, , to PROSTA (na plaszczyznie);

3. uzasadni¢, ze zbiory A, , sa mierzalne i Ao(A, 4) = 0;

4. skonkludowaé, ze A tez jest mierzalny i tez ma miare zero, bo jest suma PRZE-

LICZALNIE WIELU zbior6éw miary zero.
Za wykazanie jedynie mierzalnosci zbioru A (np. powiedzenie, ze A to suma przeliczal-
nie wielu zbioré6w domknietych, a wiec zbior borelowski), stawiatem 1 punkt.

Ad 1-2. Zaznaczam, ze nie jest prawda, ze jesli suma dwoch liczb rzeczywistych jest
wymierna, to obydwa skladniki sa liczbami wymiernymi (por. p = ¢ =1, = V2,
y = 2024 — \/2; w szczegolnodci nie jest prawda, ze A C Q?).

Ad 1-4. Jesli rozwiazanie wykazywato ogdlne zrozumienie materii, to raczej nie cze-
piatem sie przesadnie o drobmne szczegoly (np. o przypadek ¢ = 0).

Ad 3. ,Nalezy szczegolowo uzasadniaé¢ rozwigzania powolujac sie na odpowiednie
twierdzenia, lematy...” (a polecenie tez wprost prosito o uzasadnienie mierzalnosci A).
Mozna sie bylo powotaé np. na twierdzenie z wykladu o mierze podprzestrzeni afinicz-
nej mniejszego wymiaru lub powiedzie¢, ze (dla ¢ # 0) A, , to wykres funkeji ciaglej
i powolaé sie na fakt z ¢wiczen. Odejmowatem 1 punkt, jesli kto§ zupelnie pomijal
uzasadnienie.

M.St.
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